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FINAL 01 · 곱의소거와서로소수열

출처: 2012학년도한양대학교수시오후 ·제시문 1, 논제 1‑2·1‑3·1‑4

수열 {An}을다음과같이정의한다.

An = 2 2n + 1 (n = 0, 1, 2, . . .).

다음명제를생각하자.
[명제 2] n ̸= m이면An과Am은서로소이다.

1. [명제 2]가참일때소수들의총개수를구하시오. 원문논제 1‑2

2. An −A0A1 · · ·An−1의값을구하시오. 단, n ≥ 1이다. 원문논제 1‑3

3. 앞에서구한값을이용하여 [명제 2]가참임을보이시오. 원문논제 1‑4

조건을식으로옮기고,경우구분과결론의근거를남기세요.
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FINAL 01 · 곱의소거와서로소수열

출처: 2012학년도한양대학교수시오후 ·제시문 1, 논제 1‑2·1‑3·1‑4

문제의조건부터정확히읽기

An = 2 2n + 1

은지수가두겹인식입니다. 22n + 1과다릅니다. 실제앞의항을쓰면

A0 = 3, A1 = 5, A2 = 17, A3 = 257

입니다. 모든항은 1보다큰홀수입니다. 문제는모든 An이소수라는주장을요구하지않습니다. 서로다른항
들이공통소인수를갖지않는다는점을이용해,소수가무한히많음을보이는문제입니다.

1. 명제가참이면소수가왜무한히많은가

An > 1이므로각 An은적어도하나의소인수를가집니다. 각항에서소인수를하나씩골라 qn이라합시다. 서
로다른두항에서같은소인수가골라졌다면그소수가두항의공약수가됩니다. 이는두항이서로소라는가
정에어긋납니다.
따라서 q0, q1, q2, . . .는모두서로다른소수입니다. 수열의항이무한히많으므로서로다른소수도무한히많
습니다. 여기까지는문제에서 [명제 2]가참이라고가정한상태의풀이입니다. 이어지는소문항에서는그명제
자체를증명합니다.

2. 앞항들의곱을계산하는이유

앞의수를계산해보면
A0 = 3 = A1 − 2, A0A1 = 15 = A2 − 2

입니다. 따라서다음식을예상할수있습니다.

A0A1 · · ·An−1 = 2 2n − 1 = An − 2. (1)

이예상은수학적귀납법으로증명합니다. n = 1일때왼쪽은A0 = 3, 오른쪽은 22−1 = 3이므로성립합니다.
n = k에서성립한다고가정하면

A0A1 · · ·Ak =
(
2 2k − 1

)(
2 2k + 1

)
=
(
2 2k
)2

− 1

= 2 2k+1 − 1.

마지막지수계산에서 2 · 2k = 2k+1을사용했습니다. 따라서 (1)은모든 n ≥ 1에서성립하고,

An −A0A1 · · ·An−1 = 2

입니다.
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3. 공약수가반드시 1인이유

m < n이라 하고 Am, An의 양의 공약수를 d라 합시다. d는 Am을 나누므로 Am을 인수로 포함하는
A0A1 · · ·An−1도나눕니다. 또한An도나누므로두수의차 2를나눕니다.
그러므로 d는 1또는 2입니다. 그런데 Am, An은모두홀수이므로 2는공약수가될수없습니다. 결국 d = 1이
며두항은서로소입니다. m 6= n이면큰첨자를 n으로놓을수있으므로모든서로다른두항에대해결론이
성립합니다.

빠른풀이와확인

기억할핵심식은 A0A1 · · ·An−1 = An − 2하나입니다. 앞항과뒷항의공약수가이차를나눈다는점을바로
연결하세요. “차가 2이므로서로소”라고만쓰면부족합니다. 두항이홀수라는조건을써야공약수 2를배제할
수있습니다.

논술모범답안

[명제 2]가참이면각 An > 1에서소인수를하나씩고를수있고, 서로다른항은서로소이므로이소인수들은
모두다르다. 따라서소수는무한히많다.
n = 1에서A0 = 22 − 1이고, (

2 2n − 1
)
An = 2 2n+1 − 1

이므로수학적귀납법에의하여A0A1 · · ·An−1 = 2 2n − 1이다. 따라서주어진차는 2이다.
m < n일때 Am, An의공약수는 An −A0A1 · · ·An−1 = 2를나눈다. 두항은모두홀수이므로양의공약수는
1뿐이다. 따라서 [명제 2]가성립한다.

학습용채점기준

점검할내용 배점
각항의소인수를골라중복될수없음을설명하여소수의무한성을증명 3
곱의항등식에대한귀납법과차 2의계산 4
공약수가차 2를나눔을보이고홀수조건으로 2를배제 3
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