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양의실수 a, t에대하여곡선 y = ax2 + t가직선 y =
√
3x에점 P에서접한다. 이때 a = g(t)라하자. 원

C는 P에서같은직선에접하고중심 Q는양의 x축위에있다.
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(1) Q의좌표를 t의식으로나타내시오.

(2) M(0, g(t))에서원 C에그은접선의길이를 ℓ(t)라할때, ℓ′(t)와 lim
t→∞

ℓ′(t)를구하시오.

(3) P에서 x축에내린수선의발을 H라하자. 삼각형 PQH를밑면으로하고 x축에수직인단면이항
상정삼각형인입체도형의부피를구하시오.

풀이공간
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문제를읽는순서

접점 P를먼저정하고, 수직인반지름으로 Q를찾습니다. 부피는단면넓이의정적분입니다.

1) 단계별상세해설

접한다는것은이차방정식 ax2 −
√
3x+ t = 0이중근을갖는다는뜻이다. 판별식에서 3− 4at = 0이므

로
g(t) =

3

4t
, P

(
2t√
3
, 2t

)
.

반지름 PQ는접선에수직이므로기울기가 − 1√
3
이다. Q = (q, 0)를대입하면

2t
2t√
3
− q

= − 1√
3
, q =

8t√
3
.

또한 PQ = 4t이다. 중심의위치를접점의 x좌표와혼동하면이후접선길이도틀린다.

2) 단계별상세해설

접점까지의반지름과접선이직각을이루므로피타고라스정리를적용한다.

ℓ(t)2 = MQ2 − PQ2 =
16

3
t2 +

9

16t2
> 0.

따라서M은모든 t > 0에서원밖에있다. 양변을미분하면정답의도함수를얻는다. 극한은분자·분모
를각각 t로나누어

ℓ′(t) =
16
3 − 9

16t4√
16
3 + 9

16t4

−→ 4√
3
.

3) 단계별상세해설

단면의정삼각형한변은삼각형밑면을자른선분의길이이다. 직선 PQ의식은 y = − x√
3
+ 8

3 t이고, 절
단위치는 2t√

3
≤ x ≤ 8t√

3
이다. 따라서

V =

∫ 8t√
3

2t√
3

√
3

4

(
− x√

3
+

8

3
t

)2

dx.

u = − x√
3
+ 8

3 t로치환하면 dx = −
√
3 du이고 u는 2t에서 0으로변한다. 그러므로 V = 3

4

∫ 2t
0 u2du = 2t3이

다.
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숏컷 부피는단면넓이가높이의제곱에비례한다는점을이용한다. 밑면의수평길이는 2
√
3t,

최대단면넓이는
√
3t2이므로부피는두값의곱의 1

3이다. 이비율은
∫ 1
0 u2du = 1

3에서나온다.

답안에서주의할점 단면의한변은 PQ전체길이가아니다. 적분의아래끝·위끝과치환후방
향을함께바꿔야한다.

논술모범답안
접선조건에서 a = 3

4t이고 P = ( 2t√
3
, 2t)이다. PQ의기울기가 − 1√

3
이므로 Q = ( 8t√

3
, 0), PQ = 4t이다.

따라서 ℓ2 = 16
3 t

2 + 9
16t2
이며이를미분하여도함수와극한을얻는다. 단면넓이

√
3
4 (− x√

3
+ 8

3 t)
2를정해

진구간에서적분하면 V = 2t3이다.
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